DM Math expertes

Exercice 1:

Soit P le polynéme a coefficients réels défini sur C par P(u)=u'—1

1) Factoriser P en produit de facteurs du premier degré a coefficient complexe
P(u)=(u"~1)(u’+1) = (u—1)(u+1)(u—i)(u+i)

2) En déduire les solutions dans C de 1’équation P(u)=0

S={1;-1;i;-}

1—22)4:1
z—2

3) On considere 1’équation (E) : (

Résoudre cette équation en utilisant la premiere question

On pose u= IZ__ZZ

I’équation devient u'=1 c’est a dire P(u) = 0

donc les solutions pour u sont d’apres 2) S={1;-1;i;-i}

On a donc a résoudre :

1—2z_1 ou 1—22__1 ou 1—22_1. ou 1-2z

z—2 z—2 z—2 z—2

1-2z=z-2 1-2z=—2z+2 1-2z=iz-2i 1-2z=—iz+2i

-3z=-3 —z=1 (—2—i)z=—1-2i (—2+i)z=—1+2i

z=1 z=—1 2="121 0 8+0,6i 2="1*21 _ g8 _06i
—2-i —2+i

Exercice 2:

On considére I’équation a coefficients complexes :  (E): 2z°—(6i+14)z+8+56i=0

1) Démontrer que 1’équation (E) admet un unique nombre imaginaire pur comme solution et le
déterminer.
Soit z=iy onaalors: 2z°—(6i+14)z+8+561 = 2(iy)—(6i+14)(iy)+8+56i =

5 5 —2y°+6y+8=0
—2y +6y—14i y+8+56i = —2 y*+6y+8+i(—14y+56) =0 =

—14 y+56=0

La deuxiéme équation donne y=4 et 4 est aussi solution de —2 y°+6 y+8=0 donc z=4i est solution
de I’équation

2) L’équation (E) admet-elle comme solution un nombre réel ? Justifier
Soit z = x : I’équation devient 2x°—(6i+14)x+8+56i=0
2x°—14 x+8+i(—6x+56)=0

On doit donc avoir —6 x+56=0 c’est a dire xzs—és :? or 23—8 n’est pas solution de

2x’—14 x+8=0 (a vérifier) donc pas de solution réelle

3) Résoudre (E) dans C .



On factorise 222—(6i+14)z+8+561 par z—4i donc
27°—(6i+14)z+8+56i=(z—4i)(az+b) = az’+bz—4iaz—4ib = az’+(b—4ia)z—4ib
a=2

par identification: {p—4ig=—6i—14 cequidonnea=2etb= —14+2i

—4ib=8+56i

d’olt 22°—(6i+14)z+8+561 = (z—4i)(2z—14+2i) d’ou deux solutions z =4i etz = 7—i

Exercice 3 :

. 2
2i—z

zXz+1

A tout nombre complexe z on associe le nombre complexe z’ définie par z'=

1) Justifier que z’ est définie pour tout z € C .

Soit z = x+iy on a alors zxZ+1 = x’+y°+1 > 1 donc # 0 ainsi le dénominateur n’est jamais nul et
z’ est définie pour toutz € C..

2) Existe-t-il des valeurs de z telle que z’ soit égalea 1 ?

2i—7°
ZzXz+1

=1 o 2i—(x+iy)=x"+y’+1 o 2i—x"—2ixy+y’=x"+y’+1 ssi

i(2—2xy)—2x*~1=0 Ainsi pour obtenir 0, il faut avoir —2x°~1=0 C’est a dire x’= —- cequi
est impossible donc aucune valeur de z telle que z’=1
3) a) Démontrer que z’ est réel si et seulement si [z—z|(z+z|=4i

2i—z"° _ —2i-7°
zXz+1 zXz+1

, - . 2 . =2 2 =2 . ( — —)\ .
zréel ® z'=z' ©z7'= ©2i—z7'=-2i-z @z -z=4ie(z—12)z+z)=4i

b) Déterminer les nombres complexes z tels que z’ soit un réel avec z = x+iy

z—z=2x et z+z=2iy doncz’réel & 4ixy=4i < xy=1 < y:%

on adonc Z=x+—+

X
c) Déterminer les nombres complexes z tels que z’ soit un imaginaire pur
. 2 . =2
s - .. , — ,_ 21—z —2i—z .2 . =2 2, =2
z’ imaginairepur < z'=—z' ©z'= = o 2i-7=2i+z27 o727 +27=0s

T zxz+l zXZ+1
X H2ixy—y+x —2ixy—y'=0 © x'=y° ox=+y
Onadoncz= £y+1y



