Les nombres complexes Saison III

I- Forme exponentielle d’un nombre complexe

Définition :

Pour tout réel , on note e'® = cos(0) +1sin (0)

« &'’ désigne donc le nombre complexe de module 1 et d’argument 0.

En effet, |¢' = Vcos’@+sin’0 = VT =1

La forme trigonométrique d’un nombre complexe étant z = |z|(cos(6)+7sin(6))

on a alors une nouvelle forme pour un nombre complexe :
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La forme exponentielle d’'un nombre complexe z non nul est : z= |z| ¢’
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premiéres valeurs : ¢’ = e = =

Le conjugué de '’ est :

Une simple transcription des propriétés vues sur les arguments donne

alors
Théoréme: pour tout 6 et 8' ,ona :
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A noter que la notation exponentielle rend les calculs trés simples
: N :
S1Z=3e" etZ = Te alors 27’ =
n°17,19,20, 21 p65
II- Formule de Moivre et d’Euler
Formule d’Euler :
ei0+e*i8 ) eiﬁ_e*iﬁ
Pour tout réel 6 ,ona :cos@ = — — cetsin 0= —
IH_ ; 1 . . .
Démonstration : 1l suffit d’écrire le systéme suivant : | € =8 69+1 sin HH puis par addition on
(< —CosU —1s1n

obtient les formules précédentes

Formule de Moivre

Pour tout réel 6, on a

: (cos@+isin§)" = cos(n 6 ) +1isin(n 6)

. ege R . ) 10
Démonstration on utilise une propriété des exponentielles : (e)" = &




Application :
Soit f la fonction définie par f(x)=cos(2x)Xsin(3x). On souhaite déterminer une primitive de

cette fonction. Pour cela , on commence par « linéariser » f(x) :

eZiX+ef2iX e3ix_ef3ix eSix_efSiX eix_efix SID(SX) Sil’l(X)
f(x) = 7 X 3 = on développe = + . = +

41 47 2 2

On a alors pour primitive : F(X):%X(—%)COS(SX) + %(—cosx) = =/

ITI- Ensemble des complexes de module 1
a) Lensemble U

Théoréme
Soit U, 'ensemble des complexes de module 1.
« z€ U gietseulementsi z= e’ = cos(0)+isin(0)

* Lensemble U est stable par rapport au produit et a I'inverse :

, 1
z, 7€ U = 2zXz'e U et;ElU

Démonstration : Facile

b) Les racines n-i¢me de l'unité

Théoré¢me

* Les racines n-iéme de l'unité sont les complexes z solutions de I’équation z"=1

2k

* Lensemble Uy des n racines de l'unité est : W, = { z, = e " ke [0;n—1] }
n—1

e Pour n > 2, leur somme est nulle : Z zy = l+z+z,+.. 42z, =0
=0

* Leurs images M, dans le plan complexe sont les sommets d’un polygone régulier de n

cOtés inscrit dans le cercle unité

Démonstration : voir activité

Exemples : Uy = {1,e"} ={1,-1},
27 A . 27 ;g
Ug:{l,e’S , €73 } ,onpose j=e3d dou Us={1,j,},
T s .3
U4={1,e’2,e'”,e‘2}={1,i/—1;—f}

On obtient les représentations suivantes :




