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EXERCICE 1 7 points Themes : fonctions, primitives, probabilités

1. On consideére la fonction f définie et dérivable sur ]0 ; +oo[ par:

fx) =xIn(x)-x+1.
5. Léquation réduite de la tangente au point d’abscisse 1 de la courbe de la fonction f définie sur R par f(x) = xe*
La fonction f est dérivable sur ]0 ; +oo[ comme somme et produit de fonctions dérivables. est:

Onaalors f'(x) = Lln(x) + x x J_lc —1=In(x)+1-1=In(x) soit la réponse a. fest une fonction dérivable comme produit de fonction dérivable.
La tangente en x = 1 aura alors comme équation y = f'(1)(x— 1) + f(1).
f() =eetcomme f'(x) =e* +xe*, f'(1) =2e.

Léquation de la tangente est donc y = 2e(x— 1) + e ou y = 2ex — 2e + e ou y = 2ex — e soit la réponse b.

2. On considére la fonction g définie sur ]0; +oo[ par g(x) = x?[1 -1n(x)].
On peut écrire g(x) = x¥%[1 —In(x)] = xZ — x*In(x).

Ona:

e

lim 2 =0et lim x*In(x) = 0 d'aprés une propriété du cours sur les croissances comparées. Les nombres entiers 1 solutions de 'inéquation (0,2)” < 0,001 sont tous les nombres entiers » tels que :
x—0* x—0*

On aura donc liné g(x) =0 soit laréponse c. 1l faut résoudre Finéquation :
x—

In(0,001)
0,2)" <0,001 < nIn(0,2) <In(0,001) <= n> ———.
3. On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x> —0,9x? -0, Lx. In(0,2)
In(0,001 : : .
f(x)=x(x?-0,9x-0,1), donc Or ﬁ = 4,29. Le plus petit entier vérifiant n > 4,29 est 5 d’ott la réponse d.
n(0,
F=0 X =0
X =0 <<

¥#-0,9x-01 = 0

Pour I'équation du second degré x* —0,9x—0,1=0,A=0,81+0,4=1,21 = 1,12,
z 3 3 5 0,9+1,1 0,9-1,1

Cette équation a donc deux solutions distinctes x, = =5 = letxz= =5 = -0,1.

Conclusion I’équation a trois solutions : —0,1; 0; 1. Réponse d.

4. Si H estune primitive d'une fonction h définie et continue sur R, et si k est la fonction définie sur R par k(x) =
h(2x), alors, une primitive K de k est définie sur R par:

Pour montrer qu’'une fonction est une primitive d’'une fonction donnée, il suffit de la dériver.

Soit K(x) = %H(Zx)A

1
K est dérivable comme composée de fonction dérivable et K'(x) = 5 x2H'(2x) = k(x).

car H'(x) = h(x) car H est une primitive de .

D’oli la réponse c.



F 1=2>0 .
EXERCICE 3 — FONCTIONS, FONCTION LOGARITHME 7 points d. gm ~—0,55 <0 } doncace [1;2]

Soit g la fonction définie sur I'intervalle 10 ; +oo[ par g(x) = 1+ x*[1—2In(x)]. 58’:)) : fi:(i-'i);i . } donca€ [1,8;1,9]
La fonction g est dérivable sur I'intervalle ]0 ; +ool et on note g’ sa fonction dérivée. g(1,89) = 0,024>0 . L 89+1 90
On appelle ¥ la courbe représentative de la fonction g dans un repére orthonormé du plan. g(1.90) = —0,024<0 } OREGE [1893%:50]
4. On en déduit le signe de la fonction g sur I'intervalle [1 ; +oco[.
PARTIE A
1. gley=1+e?(1-2In(e)) =1+e*(1-2)=1-¢? x |1 @ +00
e>2donce?>4donc1-e? <0, etdonc g(e)<0. g(x) + ‘1) -

2. lim In(x) =+codonc lim 1-2In(x)=-ocodonc lim % (1-2In(x)) = —oo0.
x—+00 x—+00 X—+00
On en déduit que x]jI-P £g(x) = —o0. PARTIE B
—+00
3. a. Pourxe€]0;+oco[,ona:

2 . PTH . " —— .
g’(x) —2x(l-2In(x) + 2 (_;] = AR~ 5= R 1. On admet que, pour tout x appartenant al'intervalle [1; a], g"(x) 4(In(x) + 1)

Sur [1; a], In(x) = 0 doncIn(x) + 1 > 0 donc -4 (In(x) + 1) < 0.
b. Pour étudier le sens de variation de la fonction g sur 'intervalle ]0 ; +oo[, on On en déduit que g”(x) > 0 et donc que la fonction g est concave sur [1 ; a].
détermine le signe de g’ (x) sur cet intervalle.

2. Sur la figure ci-contre, A et B sont les
" 0 1 T p.oints de la courbe € d'abscisses respec- 3 A
tives l et a. ©
—4x e = :
In(x - +
) , \B
g'(x) = —4xIn(x) + = 0 1 %
Donc la fonction g a. La droite (AB) a pour équation réduite :
’ ’ Y—YA_YB—)a y-2 _0-2 _=2(x-1)
« est strictement croissante sur |0;1[; Y—ta xm—ta -1 a1 YT a1 ne
* est strictement décroissante sur ]1;+ool; = y= -2 X 2 + 2z-2 = y= -2 x+ 2a
a-1 a-1 a-1 a-1 a-1

« admet =1 aximum égal 2 g(1) =1+1>(1-In(1)) = 2.
acmereny Hnm um égal a g(1) ( n(1) b. Surl'intervalle [1; a, la fonction est concave, donc sa courbe représentative est

¢. On trace le tableau des variations de la fonction g sur [1; +ool. située au dessus de toute sécante, donc au dessus du segment [AB].
eiqus -2 2a
% 0 1 g Onendedmlquesur[l;a],ona:g(x];mx+a_l~
g + ¢ -
2

gx) / \

D’aprés ce tableau de variations, on peut dire que I'équation g(x) = 0 admet une
solution unique sur I'intervalle ]1 ; +oo[. On appelle a cette solution.
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