1) a)

7

u1=§ u0+§-0+1 = 3

2 1 26

u2—§u1+§-1+1 =9

2 1 97

u;=3 u2+§-2+1 = 57
356
us=-=g1

b) La suite semble croissante

2) a)

Initialisation : n =0
u,=2 et n+3=3
u,<3

la relation est vraie au rang 0

Supposons qu’il existe un entier n tel que u,<n+3
Deémontrons que u,,;<n+4

u,<n+3
2
un_<§(n+3)
2
un_<§n+2

N Wl N W N

1 2 1
§UH+§H+I_<§H+2+§H+1
U, <n+3 < n+4

@ On consideére la suite («, ) définie par u, = 2 et, pour

tout entier naturel n :
U, 1= %un i %—n o

1. a. Déterminer u,, u,, u; et u,. On pourra en donner
des valeurs approchées au centiéme prés.
b. Formuler une conjecture sur le sens de variation de
la suite (u, ).
2. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier
naturel n,u, <n+3.
b. Sans utiliser de raisonnement par récurrence, démon-

trer que, pour tout entier naturel 7 :

n+l 'un = %(n i e un )

En déduire une validation de la conjecture.
3.0n désigne par (v, ) la suite définie pour tout entier
naturel n parv, =u, —n.

a. Démontrer que la suite (v, ) est une suite géomé-

trique de raison %

u

b. En déduire une expression de v, en fonction de n,
puis montrer que, pour tout entier natureln,on a:
- 2 n
U, = 2(§ +n.
c. Refaire une démonstration de la croissance de la
suite (u, ) & partir de la formule que 'on vient d'obtenir.

La relation est donc héréditaire or elle est vraie au rang 0 donc elle est vraie pour tout n € IN .

2 1
b) U= un:§ UH+§H+1_UH

1 1
= -3 un+§n+1

= %(— uﬂ+n+3)
= Ln+3-u,)

Etudions le signe de u,,,—u,

Le signe est celui de n+3—u, or on vient de démontrer que pour tout n, u,<n+3 donc

n+3—u, estpositif ce u,,;—u,>0 Cestadire u

La suite est donc croissante

99 vz n+1) = Zugsdarioaci -

La suite (v

n

n

b) On adonc v,=v, q" = 2- 3

n

c) Etudions le signe de u,,,—u

n+1

+n+1-2-

U,vi— Un:2'(§

2
3UnT

ce qui donne un—n=2-(%) d’ou un=2-(§

s - fg 5

>un

n+l=

2

2
§H = g(un—n> =

N . 2 ) _ o
) est donc géométrique de raison 3 de premier terme v,=u,—0=u,=2

n

+n

B 2 n+1
+1 = 1—(§)

On peut alors conjecturer & la calculatrice que le signe est positif et démontrer ce résultat par
récurrence : Démontrons que 1—(2/3)"" est positif pour tout entier n
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initialisation :n =10
2\ 21 . .
1- 3 +1—1—§—§20 . La relation est vraie au rang 0

n+l
SQ 1l existe n tel que 1—(%) =0

2 n+2
b 1-{2 20

2 n+1 2 2
?) <1 donc ?’(?)

n+2
d,Ol:I 1- ? >0

La relation est donc héréditaire .......

n+l

n+2
[

[SSI Y
w| N
I
[e—

On sait que _<1~(%) Clest a dire (

On adonc u,,;—u,20 cad u,,;=> u, etla suite est croissante

@ Soit (u, ) la suite définie par u, = 1et, pour tout entier

n

natureln,u, , = — s,
\/un +1

1. Calculer la valeur exacte de u,, u,, u; et u,.

2. Quelle conjecture peut-on faire quant a la formule
explicitedeu, ?

3. Démontrer la conjecture.

1
S S S U | oL
=75 uz—\/E NG u, == g U, =T
2
2) il semble que Uy= =

3) Initialisation : 05T 1 = u, relation vraie au rang 0

+1
SQ il existe n tel que Un:ﬁ et DQ u“l:ﬁ
1 1
- u, _ vn+1 _ Jn+1 _ 1
BN \/ 1 n+2 Jn+2
n —+1 ——
n+l1 n+l1

CQFD
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