
1) a)

u 1=
2
3 u 0+

1
3⋅0+1  = 

7
3

u 2=
2
3

u 1+
1
3
⋅1+1  = 

26
9

u 3=
2
3 u 2+

1
3⋅2+1  = 

97
27

u 4=..=
356
81

b) La suite semble croissante 

2) a)
Initialisation     :    n = 0

u 0=2  et n +3=3   
u 0≤ 3
la relation est vraie au rang 0

Supposons qu’il existe un entier n tel que u n ≤ n +3
Démontrons que u n+1≤ n +4
u n ≤ n +3
2
3 un ≤

2
3 (n +3)

2
3 un ≤

2
3 n +2

2
3 un+

1
3 n+1≤

2
3 n +2+

1
3 n+1

u n +1≤ n +3  ≤ n +4
La relation est donc héréditaire or elle est vraie au rang 0 donc elle est vraie pour tout n ∈ ℕ .

b) u n +1−un=
2
3 un+

1
3 n +1−u n

       = −
1
3

un+
1
3

n+1

       = 
1
3 (−un +n+3)

       = 
1
3 (n +3−un)

Etudions le signe de u n +1−un

Le signe est celui de n +3−un  or on vient de démontrer que pour tout n , u n ≤ n+3  donc
n +3−un  est positif ce u n +1−un ≥ 0  c’est à dire u n +1≥ un  . 
La suite est donc croissante 

3) a) v n+1=un +1−(n +1)  = 
2
3 u n+

1
3 n +1−n −1  = 

2
3 un−

2
3 n  = 

2
3 (u n−n )  = 

2
3 v n

La suite (v n )  est donc géométrique de raison 
2
3

 de premier terme v 0=u 0−0=u 0=2

b) On a donc v n=v 0⋅q
n

 = 2⋅(
2
3 )

n

 ce qui donne u n−n=2⋅(
2
3 )

n

 d’où u n=2⋅(
2
3 )

n

+n

c) Etudions le signe de u n +1−un

u n +1−u n=2⋅(
2
3 )

n +1

+n +1−2⋅(
2
3 )

n

−n  = 2⋅(
2
3 )

n

(
2
3
−1)+1  = 1−(

2
3 )

n +1

On peut alors conjecturer à la calculatrice que le signe est positif et démontrer ce résultat par 
récurrence : Démontrons que 1−(2 /3)

n+1
 est positif pour tout entier n
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initialisation     :   n = 0 

1−(
2
3 )

0

+1=1−
2
3
=

1
3

≥ 0 . La relation est vraie au rang 0

SQ il existe n tel que 1−(
2
3 )

n +1

≥ 0

DQ 1−(
2
3 )

n+2

≥ 0

On sait que (
2
3 )

n +1

≤ 1  donc 
2
3
⋅(

2
3 )

n +1

≤ 1⋅(
2
3 )  c’est à dire (

2
3 )

n +2

≤
2
3

≤ 1  

d’où 1−(
2
3 )

n +2

≥ 0

La relation est donc héréditaire …….

On a donc u n +1−un ≥ 0  cad u n +1≥ un  et la suite est croissante 

1) u 1=
1

√2
   u 2=

1

√2

√
3
2

 = 
1

√3
u  =… = ₃

1

√4
u  = … = ₄

1

√5

2) il semble que  u n=
1

√n +1

3) Initialisation : 
1

√0+1
 = 1 = u 0  relation vraie au rang 0

SQ il existe n tel que u n=
1

√n+1
    et DQ u n +1=

1

√n +2

u n +1=
u n

√un
2
+1

  = 

1

√n+1

√
1

n+1
+1

 = 

1

√n +1

√
n +2
n +1

  = 
1

√n +2

CQFD
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