SUJET 1

Exercices

Exl Résoudre 'équation différentielle  (1+x°)y '+4xy=x(1+x")

, s . . 4x T
1+x” étant non nul sur R , I'équation devient y '+ 20 =% ¢ est adire y '+ay=>b
+x

LCEDHA esty y '+ 11X2 y=0 Les solutions sont du type y, = 4 e ™ pour tout réel A et A une
X
. 4 x 2 —2In(1+x?) A
tive d : 2In(1+ d = A =
primitive de =3 n(1+x") doncy, e (122
On cherche alors une solution particuliére de la forme y, = u y, avec y, = (1+1 7y
e
. I b (X) _ _ 2\2 _ 1 2\3
On a alors u qui est une primitive de (%) =..= x(1+x")* donc u(x) = E(“‘X )
YolX
Onadonc y, (x) = u(x) (x) = l(1+X2)3>< ! = l(1+Xz)
Yo / Yo 6 (1+X2)2 6
Les solutions de (E) sont l(1+X2) + A 3
6 (1+X )
Ex2
2w
a) Calculer I, , = f cos(mx ) cos(nx)d x
0
On distinguera troiscas : I)m=n=0 2)m=n#0 3)m#n
Sim =n =0 alors
2z
ha = / dt =2
0
Sim=n#0 alors
2 2 1 1
Iy = cos® (nf)dt = / =+ —cosandt=x
0 o 2 2
Sim # n, en exploitant
cos(mi) cos(nt) = % (cos(m + n)t + cos(m — n)i)
on obtient
-1 ™ P = _ [sin(m +m)elg*  [sin(m 4 n)l5* _
I,,,_,,_E 4 cos(m+n)rd:+§ A cos(m —n)tdt = Y 2mbn =0




1
b) Calculer farctan tde
0

1
I:.[ arctan t dt.

1. Intégration par parties : poser u = arctant et dv = dt.

P
Alors T =1ap At gy o = ¢,

Donc

t
tantdt = tarctant — [ —— di
/arcan arctan f1+t2

2. Calculer sur [0,1] ;

t
£,
1+ﬁd

I = [tarctant]0! —fol

[tarctant]} = arctanl =7.

3. Pour I'intégrale restante, substitution w =1+ 1% dw = 2tdi :

1+ ¢

1
f & dt:l[ln(1+t2)1})=1]n2.
A 2 2

4. Résultat :

1
T 1
[ arctant dt = Z—Ehﬂ.

SUJET 2

1

c¢) Déterminer fﬁ
tvt —

dt

Supposons ¢ > 1 et posons

1 1 .
t—m (donc 0059—;, e (0,5)).

_ sing
Onadt_:;nredaet

1
2] =y ——— 1= .
t o8 tané

L'intégrande devient

1 1 sinf
 — . = df.
Vi —1 d L .tanf cus?ﬂd‘9 4

Donc une primitive est ¢ + C. En revenant a ¢,

= a.rcoos(%) +C  (t>1).

1
——dt
ftvt2—1

Exl Résoudre 'équation différentielle |x|y '+(x—1)y—x"=0




On obtient

Ex2 Calculer les intégrales suivantes

2
fln tdt facile
1

In(1+ tan x)d x

1l
o%_ﬂg

Calculer

/4
1=/ In(l +tanx)dx
0

La fonction x = In(1 + tan x) est définie et continue sur [0; /4] donc [ existe.
In(1 + tanx) = In(cos.x + sin x) - In(cos.x) et cosx + sin x = y2cos( % - x).
s

_il']ll?- ald r /#4
=52 /n moos(z-x)dx-o In (cosx) dx

[ﬂ]nms(x—:—:)dx = /:4Incos(t)d1

i=i—x

f t"In tdt facile par partie
1



£V1—d e

© Sy |2

Facile avec t = cos(u) on utilise alors les formules de duplication

on trouve L
16

Sujet 3

Ex1

On cherche 4 résoudre I'équation différentielle (B) : X’y ''—3xy '+ 4y =0
1) Cette équation est-elle linéaire ? Qu’est-ce qui change par rapport au cours ?
2) Soit y une solution de (E) sur R . Pour tout t €ER , on pose z(t)=y(e’)

a) Calculer pour tout t € R, z'(¢) et z''(¢)
b) En déduire que z vérifie une équation différentielle (E’) linéaire
d’ordre 2 a coefficients constants que I'on précisera

(on pourra poser x = e’ dans (E))
¢) Résoudre (E’)
d) En déduire les solutions de (E)

3) Vérifier réciproquement que les solutions trouvées conviennent

1. Oui, il s'agit bien d'une équation linéaire, mais elle n'est pas a coefficients constants.
2.1. On doit dériver une fonction composée. On trouve
2(8) = ey () et 2(t) = e'y'(e) + ey ().
2.2. En posant, comme indiqué dans l'énoncé, = = e, (E) se réécrit :
e*y" (') — 3e'y/(e') + 4y(e') = 0.
On exprime ensuite 3'(e') et y”(e) en fonction de 2(t) et de z”(t). On trouve :
y'(e') = et/ (t) et " (') = e *2"(t) — ey () = e H (2 (t) — /().
En introduisant cela dans (E), on obtient
2'(t) = 2'(t) = 32'(t) + 4x(t) = 0 <= 2"'(t) — 42/(t) + 4z(t) = 0.

2.3. Il s'agit maintenant d'une équation différentielle du second ordre a coefficients
constants. Son polynéme caractéristique est A2 — 4\ + 4 = 0, dont la seule solution est
X = 2. Ainsi, il existe deux constantes a et b telles que z(t) = ae* + bte?.

2.4, On revient & y par y(z) = z(lnz) et t = Inz. On trouve que si y est solution de
U'équation, alors on a

y(z) = az® 4 bz? In(z).

3. On a montré que si Y est solution de (E), alors il existe deux réels a, b tels que, pour tout
z > 0, on a y(z) = az? + bz” In(z). Réciproquement, il est facile de vérifier que la fonction
x — az® + bz? Inz est solution de Uéquation. On a donc trouvé toutes les solutions de 'équation.



Ex2 Calculer les intégrales suivantes

1 1
[—5de  facile [V1i=x*dx facile
0

o 1+ ¢
1

f In(1+ £*)d ¢ On intégre par partie

0

2t 1
= In(1+¢") etv(t) = = tv(t) =t ———d¢
u n( ) et v'(t) u [+ et v(t) _f\/?+\/?
l 2 1 . e
_ 2\11 2t _ 1 On calcule une primitive de
J=[tln(1+£Y)], - !1+t2dt—ln2—2£1— ~d t L
\/t+\/ﬁ /2 4 3/2°
=In2- 2[t—arctan(¢)];
=ln2- 2(1—%) =In2 —(2 —%) Factorisons t'/%:

1 1 e

02482 121 +8) 1+t

Posons ¢ = u* (donc © = V', dit = 2u du). Alors

172

dt = 18 2udu =

1+t 1+ u? 1+u2du'

Une primitive est donc

2
,/1+u.2 du = 2arctanu + C.

Enrevenantat:

1
‘/\/EJr\mdt_Qarctan(ﬁ)JrC (t > 0).

Ex2 Résoudre Iéquation différentielle  (1+x°)y '+4xy=x(1+x")

Voir sujet 1



