Khélle 3
EX1 On rappelle que 2 est un irrationnel.

Sujet 1 :

1) Démontrer, par 'absurde, que si a et b sont deux entiers relatifs
tels que a+ by2 =0alorsa=0etb=0
Raisonnons par I'absurde. Supposons que a+ b +/2 =0 sans que a=0 et b=0 car si

b = 0 alors on devrait aussi avoir a = 0 ce qui est contraire a hypothése (a;b) #

. . — a .
(0;0) mais alors on aurait v2 = 5 € Q ce quiest faux etonaa=0etb=0

2) En déduire que sim, n, p, q sont des entiers relatifs alors :
m+ n2=p+qV/2 © m=n et p=q
Facile m+ n+v2=p+ q+v2 donc (m —p)+(n— q)\/jZO et d’apres la question
précédente m—p =0 et n—q =0 d’ou la réponse
EX2 Déterminer toutes les fonctions f : IR =R telle que : vx e R,
f(x)+ xf(1—x)=1+x (1)
aide :on pourra penser 4 poser y =1 - x

Soif f une fonction solution §’il en existe

En posanty = 1 - x il vient £ (1—y)+(1—y)f(y)=2—y pour tout y
Ainsi yf (1—y)+(y—y)£(y)=2y—y* (2) or daprés la relation (1) on a
f(y)+yf(1=y)=1+y dou yf(1-y)=1+y—£(y)

En remplacant dans (2) il vient 1+y—£(y)+(y—y’)F(y)=2 y—y* ce qui
donne (y—y*=1)F(y)=y—y"—1 dou f(y) = 1 et donc fest la

fonction constante égale 2 1

Réciproquement, cette fonction convient donc C’est la seule solution du probleme

EX3 On consideére la suite (un) définie par uy=u;=1 et pour tout
entier naturel n non nul, u,,,= Uyt U,

, 2
Démontrer que pour toutn#0, 1<u,<n

Sujet 2 :  Kholle 3

EX1 On considére la suite (un) définie pour tout entier naturel n par :

2 n
Uy, =1letpourtoutn, U,, = mz Up U, _;
=0

, . n
Démontrer que pour tout entier naturel n, u, = 2

N . . 0
initialisation : 2° =1= u,
Effectuons une récurrence forte :

n+1

supposons que pour tout k<n, u, = 25 et DQ u,,, =2
- 2 C - 2 C k An—k 2 c n
Haer = n+11§uku”‘k - n+l 1;)2 2 T o+ 1;)2

2 n nf£+
= —yx(n+1)x2"= 2"*"" CQFD

Exo 2

On a les égalités

AUB=ANC, BuC=BnA, CUA=CNB.

Utilisons la premiére :

« ACAUBdonc Ac ANC. Ainsi A C Cet (puisque ANCC A) AUBC A.Or AUB C Aimplique B C A.
Donc de la premiére égalité on obtient
BCcA e AcCC.

Avec la deuxieéme égalité BU C' = BN A on procéde de la méme fagon :

« BC BUC=BnAdonc B C A (déja obtenu) et B C C'n'est pas direct ; mais BN A C Bdonne BUC C Bdonc C C B.

Ainsi de la deuxiéme on obtient
CcB.

On a donc les inclusions
CcBcAcC.

D'ot A=B=C.

5:B;

2) Donner un exemple d’une application f : E = F et de deux parties A

et B de E telles que £(ANB) # f(A)Nf(B)



; Ex2 Déterminer toutes les fonctions f : IR = IR telle que
Prenons un exemple simple :

E={1,2} F={a}et f: E— Fdéfinie par /(1) = a, f(2) = a (application constante). VxeR f (X—f(y))zz—x—y

Posons 4 = {1} et B= {2}, . \
aide : on pourra penser & poser y = x+ f(0)

V = ANB)=f(@)=0
AnB=g donc J( )= f(@) ) Cherchons toutes les fonctions /: R = R satisfaisant

. f(4) = {a} et S(B) = {a}, done f(4) N /(B) = {a}. VEYER,  f(r=fO))=2-x-y. G

1. Posons % = /(%) dans (P). On obtient, pour tout ¥,
Ainsi J(ANB) =@ #{a} = f(A)n f(B) f0) =2 fly)—y.

D'ou

é 1 : fly)+y=2— f(0) pour tout y.
EX3 Déterminer toutes les fonctions f : IR =R telle que : Vxe R ,

f(x)+xf(l1-x)=1+x (1
( ) ( ) ( ) 2. Appliquons cette forme a2 ¥ =0, onalf(0)=c—0=c ponc

aide :on pourra penser 4 poser y =1 - x c=B= H0)=B—e = o= = c=1

Donc il existe une constante c telle que fy)=c—y pour tout ¥, avec ¢ = 2 — £0).

. . L .
Soif f une fonction solution s’il en existe ainsi f0) = 1~ ¥ pour tout .

En posant y =1 - x il vient f<1_Y)+<1_Y)[(Y):2_y pour tout'y 3. Vérification : pour /(z) =1 -1,
Ainsi yf(l—y)+(y—y2)f(y)=2y—y2 (2) or d’apres la relation (1) on a fdg= =il ey ey
f(y)+yf(1=y)=1+y dou yf (1=y)=1+y—£(y)

Conclusion : il n'y a gu’une seule solution,

En remplacant dans (2) il vient 1+y—f(y)+(y—y2)f(y):2 y—yz ce qui flz)=1—2 pour tout v € R.

donc la fonction vérifie bien I'équation.

donne (y—y*=1)F(y)=y—y’'—1 dou f(y) = 1 et donc fest la
fonction constante égale a 1 Ex3 Soit (un) la suite pour tout entier naturel n non nul par u, =3 et pour

Réciproquement, cette fonction convient donc c’est la seule solution du probléme 7 &
toutn=1, u,,; = o Z u;, .Démontrer que pour tout n différent de 0
=1

Sujet 3 Kholle 3

ona u, = 3n
Exercices

EX1 Trop facile

, Une récurrence forte est a faire on suppose donc que pour out k <n,
1) Soit f la fonction définie sur R par f(x)=x" et soit A= [-1;4].

ona u, =3k dou
Déterminer :a) L'image directe de A=[-1;4]

b) L'image réciproque de A U, = 2 Z u, = 2 z 3k = £><
. . .. . m n n n
2) On considére la fonction définie sur R par f(x) = sin x. k=1 k=1

a) Quelle est I'image directe par fde R ? de [0;2x] ?de [0;% ?

3Xn(n+1)

> = 3(n+1) CQFD

b) Quelle est I'image réciproque par f de [0;1] ? de [3;4] ? de [1;2] ?




