Khoélle 2

Sujet 1
EX1 Calculer, pour tout n € IN", la somme double S, = z %
1<i<j<n

»rés le théoréme de Fubini, on peut sommer par colonne :

=

2cos(x)—sin(x)=1+
EX2 Résoudre le systéme

cos(x)+2 Sin(X):%— 3

2X-Y=1+ g
Pour X = cos(x) et Y = sin(x) le systéme devient !
X+2Y= 2 -3
X=1
On trouve alors 3 donc x = —% + 2knm
Y= —7

EX3 Pour tout entier naturel n non nul, soit u, = \/2+\/2 +2+...+V2

JU
Vi

, . 2
une recurrence tranqullle avec Cos (2 X) =2cos (X) —1 pour X = T
2n+2

Démontrer par récurrence que

Pour tout entier naturel n non nul, u, = 2cos

On utilisera pour 'hérédité une formule de duplication

Ex4

x+y—z=1
x+2 y+az=2 atil aucune solution ?
2x+ay+2z=3

Pour quelles valeurs de a le systeme

Une infinité de solution ? Une unique solution ?

x+y—z=1 xty—z=1

x+2y+taz=2 y+(a+1)z=1 L2-L1
2x+ay+22z=3 (a—Z)y+4Z=1 L3-2L1

x+y—z=1
* poura#2,onadonc y=1—(a+1)z L,—L,
4z—(a—2)(a+1)z=1—(a-2) Ls—(a—2)L,
4z—(a—2)(a+1)z=1—(a—2)
3—a 1

(6—32+a)Z:3—a z= o'+ = 37 pour —a’+a+6#0
—a +a

Cest a dire poura#-2eta#3



Ainsi pour a # 2, -2 et 3 le systéme admet une unique solutions

x=1
x+y—z=1 _1
* poura=2 | y+3z=1 =73
4z=1 _1
=7
x+y—=z=1 15
* poura=-2, | x+2y—2z=2  L,+L_ donne3x=5doncx= -
2x—2y+22z=3
or 2L,—L, :x =4 donc pas de solution
x+y—z=1 x=l—y+z x=1l—y+z
* poura=3, | x+2y+32z=2 l—y+z+2y+32z=2 y+4z=1
2x+3y+22z=3 2=2y+2z+3y+22z=3 y+4z=1

deux équations équivalentes donc infinités de solution

SUJET 2

2n

ExI Calculer S, = Z(i+l+n)

i=n

2n 2n 2n n—1
On écrit S, = Zi + Zl+n = Zi - Zi + (2n—(n—1))(1+n)
1=n i=n =1 =1

_ 2n(22n+1)_n(n2—1)+(n+1)(n+l)
_ (n+1)(5n+2)

2

Ex2 a) Démontrer que sin’(x) = é(3—4cos(2x)+cos(4x))

l—cos(ZX))Z 1

sin4(X) = (sinZ(X))2 = (1—2cos(2 x)+cos’(2x))

2 4
or cos’(2x) = Cm(ﬁ;ﬁ donc sin*(x) =..= %(3—4cos(2x)+cos(4x))
b) En déduire la valeur de A = sirf‘(%)+sin4 3% +sin’ 3 +sin’ 7%)

EX3 Résoudre I'équation cos™”(x)+sin™"(x)+cos™" (x )+sin™" (x)=-3
cos(x) et sin(x) sont compris entre 0 et 1 donc

0_<C082012<X)_<1

—1<sin”(x)<1

0_<C082014(X)_<1

-1 _<sin2015(X <1

13
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par somme on a donc —2<cos  (x)+sin”"(x)+cos” (x)+sin”(x)<4 d’ou I'équation n’a pas

de solution



x+y—z=1
Pour quelles valeurs de a le systeme | x+2 y+az=2
2x+ay+2z=3

a-t-il aucune solution ? Une infinité de solution ? Une unique solution ?

Voir sujet 1

Sujet 3
Exercices

Exl Soit a et b deux réels. On définit min(a,b) = [b sta2b

Calculer, pour tout n € IN", la somme Z min(i,j)
1<%, <n

EX2 Soit 6 € [0;].On pose pourn € IN", P, = Hcos

En utilisant la formule de duplication du sinus, calculer P,




EX3 a) On donne cos(%) = \/6:\@

. Calculer sin (%)

g .2 2 \
on utilise sin”"+cos'=1 d’ou

) - L (V6+V2) _ 16-6-2xV6xV2-2 _ 8-2V6vZ _ (V6-V2)’

16 16 16 16

V=2
4

- 2
Sll’l(

[u—

d’otl comme sin(l—JE) >0ona sin(l—g) =

b) Résoudre I'équation (v/6++2)cos(x)+(v6—+2)sin(x)=2

(V6+v2) +(/6—+2) =16 donc @cos(xﬂ@sin(x):%
cos(%)cos(x%sin(%)sm(x):%
cos(%—x)zcos(%
A =T =—ZL 2k
donc 17 X—3+2](J'L' X 4 T
%—X:—£+2]{.ﬂf X:—SI—;r—Zkf[
Ex4
x+y—z=1
Pour quelles valeurs de a le systeme | x+2 y+az=2
2x+ay+2z=3

a-t-1l aucune solution ? Une infinité de solution ? Une unique solution ?

Voir ci-dessus



