Khélle 1 Eléments de réponse

Sujet 1

Ex1 Calculer S = Z (7" +4k—n+2)
=1

n

S= > 7+ >4k + > —n+2
k=1 k=1

=1
1-7""" 4n(n+1
= ﬁ—l + ¥+H(_H+2)
7__7n+1 7 ) 5
pli—- +n(2n+2—n+2> = €X7 —1+n"+4n
n+l
Ex2Calculer P = HM P= 3X5X.. X[20+3) = 2n+3
=1 2k —1 1X3X%...x(2n+1)

Ex3 Soit n € IN" . On pose pour toutp € N, S, = Z k*
=1

n

a) Exprimer la somme A= Z ([(+1)4 en fonctionde S, , S, , S, et S,

k=1
A= Z(l(4+41<3+61(2+41<+1) = S§,+45,+6S,+4S,+n
1

b) A 'aide d’'un changement d’indice, exprimer A en fonction de S, et de

n uniquement

n+1

A= Z(k+1)4 on pose K=k+1 donc A= Z K' = ZK4 —1+(n+1)" = S,—1+(n+1)"
=1 =

K=2 K=1

¢) En déduire le calcul de la somme S,
d’oit S,—1+(n+1)" = S,+4S,+6S,+4S,+n ce qui donne  4S_ = —~1+(n+1)'~6S,-4S,—n

on utilise alors les valeurs connues de S, et S, pour conclure

Ex4 Calculer, pour tout n € IN", la somme double S, =

1] J i n 1 n 1 Tdo g 16l
s=5(L4)-E{L] -5 S g
= = s S 253
R n(n+3)!

=5 jgi]+jzzll)_2( > +n)-— v

Exercices
2n

Ex1 Calculer S, = Z(i+l+n)

i=n

2n 2n 2n n—1
On écrit S, = Zi + Zl+n = Zi - Zi + (2n—(n—1))(1+n)
i=n i=n i=1 =1



2n(2n+1) n(n—1)

> 5 +(n+1)(n+1)

_ (n+1)(5n+2)
2

2n n

Ex2 Simplifier S = Z (—1)k k etP= H e

k=1 k=1

S= —1+2-3+...+(—=1)"2n

= —1-3—...—(2n—1) + 2+4+6+...+2n
= —(1+2+3+...42n)+2X(2+4+...42n) = 2H(22H+1)+4><H(HZ+1)
S= ..=n

n(n+1)
D’apreés les régles des exponentielles, il est facile d’obtenir P= e ?

Ex3 On cherche i calculer S,(x) = z kx*
=1

a) Soit f,(x) = Z x* . Donner Iexpression de f,(x) puisde £,'(x)
k=1

n+1

Pourx#1, f,(x) = 11__XX et £',(x) = Zka71
=1

b) Calculer xX £ ',(x) et en déduire Pexpression de S,(x) en fonction de x

xXf' (x) = X><Z:](Xk71 = kak S,(x)
k=1 k=1
1—-x™',  —(n+1)x"+nx""+1 |
or £',(x) = ( l_XX ) = ( ()I—X)Z d’ou
_(n+1)Xn+l+nXu+2+X
Sn(X) (I—X)Z
¢) En déduire la valeur de ), k 2
=1
n+1 n+2
5,(2) = ZUHU2T 022 e e = (ao1)2" 42
5 (1—2)

100

Ex4 Calculer S= z [50— k|
k=1

100

50 50
S= > |50—k| + X, 50—k| = >, 50—k +
k=1 k=51 k=1

100

> —(50—k)

k=51

= 494+48+...+1+0 + 1+2+...450 = 49>2<50+50>2<51 = 2500

SUJET 3

100

Ex1 Calculer S= Z 50— k|
=1

100

50 50
S= D |50—k| + D, |50—k| = D.50—k +
k=1 k=51 k=1

100

2, —(50—k)
k=51

= 49448+, +140 + 142+...+50 = 49>2<50+50>2<51 = 2500




n

Ex2 Calculer, pour tout entier n, la somme S, =Y.
k=0

n
k

On reconnait la formule du binome de Newton avec a=2 et b= 1 donc

k .
2° (on pourra penser au binome de newton)

Sn - Z n zk*ln—k — (2+1)k — 3k
iz \k
n n+l
Ex3 a) Montrer que | [ (n+k) = 4n1+2 [1(a+1+p)
k=1 p=1
. (n+1)(n+2)...2n(2n+1)(2n+2)
k) = 1)... =
H(Iﬁ- ) = (a+1)...(a+a) (2n+1)(2n+2)
n+l n+1 1 n+1
- 14p) = —— 1
(2n+1)(2n+2) L[l(’” *P) = Tz L[l(“ +p)
b) pour tout n € IN", montrer alors, par récurrence, que H 4k—2 = H (n+k)
k=1 k=1

initialisation
1

1
n=1 H4](—2 =2 et H(1+k) =2 relation vraie
k=1

k=1
n n n+l n+l
SQ [l4k-2=1]](n+k) eDQ [J4k—2 =][](n+1+k)
k=1 k=1 k=1 k=1
n+l n n
H4](—2 = (4(11"'1)—2) H4](—2 (hyp récur) = (4ﬂ+2) H(H"']() = (question a) (41’1"‘2)
k=1 k=1 k=1
1 n+l n+1
n+2 I_II(H+1+P) = 1_[1(17"'1"'13) CQFD
pP= p=

Ex4 a) Soit a et b deux réels. On définit

. _[b sia2h _[b sia<bh
min(a,b) |2 i b>a et max(a,b) 2 sib<a
Calculer, pour tout n € IN", la somme S, = Z min (i s j)

1<i,j<n

Par le théoréme Fubini, (}n-ga‘ Sa=




