DM3 premiére B

Partie A

On considére un polynéme du troisiéme degré f définie par f(x) = ax’+bx +cx+d oua,b,cetd
sont quatre réels avec a # 0

1) Soit o un réel. Montrer que pour tout réel x, on a :
f(x)—f(a)=a(x’—o’)+b(x"—a’)+c(x—a)

f(x)—f(a) = ax’+bx’+cx+d—ac’—ba’—ca—d = a(x’—a’)+b(x’—a’)+c(x—a)

2) Montrer que x’ —o’=(x—a)(x’+ax+a’)

(X—OL)(XZ—I-OLX-FOLZ) = ¥toax+o’x—ax —a’'x—d’ = x¥—ad’

3) En déduire que si le réel o est une racine du polyndéme f alors f peut se factoriser par x—a

Ona x’—a’ = (x—a)(x+a) d'ou en insérant cette expression et celle de x’—a’ dans l'expression

de f(x)—f(a) obtenue a la question 1, on obtient :

f(x)—f(a)=a(x—a)(x’+ax+o’)+b(x—a)(x+a)+c(x—a)

(x—a)(a(x’+ax+o’)+b(x+a)+c)

(x—a)P(x) ou P(x) est un polyndme de second degré
Ainsi si o est une racine de fon a £ ()=0 d'ou 'expression précédente devient: £ (x)=(x—a)P(x)

d'ou la réponse

Partie B Application
On considére les deux polyndmes suivants :  P(x) = X’ +7x —14x+8 et R(x) = X —Tx+12

1) Démontrer que 4 est une racine de P et R
P(4)=—4+7X4"— 14X4+8 = —64+7X 16—56+8 = —64+112—56+8 = —120+120=0
2) Déterminer les réels a, b puis les réels ¢ et d tels que :
P(x) = (x-2)(x—4)(ax+b) et R(x) = (x-4)(ex+d)
e P(x)=(x—2)(x—4)(ax+b) = (x’~4x—2x+8)(ax+b) = (xX’—6x+8)(ax+b)
= ax’+bx’—6ax’—6bx+8ax+8b = ax’+(b—6a)x’+(—6b+8a)x+8b

Or on sait que P(x)=—x"+7x’—14x+8 d'oli en identifiant les coefficients , on obtient :

a=-1
b=6a=7 ce qui donne =1
—6b+8a=—14 b=1
8b=28
d'ou P(x)=(x—2)(x—4)(—x+1)
Pour mieux comprendre, on fait correspondre les couleurs :
ax3+(b—6a)x2+(—6b+8a)x+ =—1xX+7xX—14x+

e R(x)=(x—4)(ax+b) = ax’+bx—4ax—4b = ax’+(b—4a)x—4b



a=1
or on sait que R (x):xz— 7 x+12 donc par identification {p—4 4=—7 ce qui donne

—4bh=12
d'ou R(x)=(x—4)(x-3)

3) Résoudre a 'aide d'un tableau de signe I'inéquation

P(x) (x—2)(x—4)(—X+1) = (x—2)(—x+1) avec X = 4 comme valeur interdite

R(x)  (x—4)(x-3) (x=3)

x —00 1 2 3 4 +00
signede x—2 R (I S N S I
signede —x+1 + 0 - : - — —
signede x—3 - = = Tt
signe du quotient + 0 - 0 + — —

S =1]-0;1] U [2;3]

Partie C

En s'inspirant des questions précédentes et en expliquant la démarche, résoudre I'inéquation £ (x)=0
sachant que £ (x)=—2x"+2x"+26x"—2x—24

On peut remarquer que 1 et -1 sont des racines de f(x) donc on peut factoriser f(x) ainsi :
f(x)=(x—1)(x+1)(ax’+bx+c)

On développe et on identifie a, b et ¢

f(x)=(x"—1)(ax’+bx+c) = ax +bx’+cx’—ax’—bx—c = ax +bx’+(c—a)x’—bx—c

On on sait que £ (x)=—2x"+2x’+26x"—2x—24 d'ott on identifie les coefficients :

a=-—2
b=2 a=-—2
c—a=26 b=2 onadonc f(x)=(x—1)(x+1)(-2x"+2x+24)
—b=-2 c=24
—c=—24
—2x"+2x+24 : A=2"-4X(-2)x24 =196 > 0 donc deux racines x,=4 et x,=—3 le trinome

est donc du signe de a sauf entre ses racines d'ou le tableau :

by -0 -3 -1 1 4 +o0
signede x+1 - = 0 + +
signede x—1 - - = 0 +
signede —2x"+2x+24 -0+ : +: +0 -
signede f (x) -0 +0 -0+ 0 -

Dou S=[-3;-1] U [1;4]



