Exercice Centres étrangers (juin 2010)
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Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0;+%[ par f(x) = 6 —

Le but de cet exercice est d'étudier des suites (u,) définies par un premier terme positif ou nul uy et vérifiant pour tout entier
naturel n : uyy = fu,)
1) Etude de propriétés de la fonction f

a) Etudier le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [0;+00[

b) Résoudre sur l'intervalle [ 0;+00[ 'équation f(x) = x . On note « la solution

¢) Montrer que si x appartient a l'intervalle [0;«[ alors f(x) appartient a l'intervalle [0;«]

De méme, montrer que si x appartient a l'intervalle [ ;400 alors f(x) appartient a l'intervalle [ o;+oof

2) Etude de la suite (u,) pour uy =0
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Dans cette question, on considére a suite (u,) définie par uy = 0 et pour tout entier naturel n: u,+1=f(u,)=6-

a) Sur le graphique ci-dessous, sont représentées les courbes d'équations y = x et y = f(x) . Placer le point A, de
coordonnées (up;0) et en utilisant ces courbes, construire a partir de Ay les points A,Az,A3,A,4 d'ordonnée nulle et
d'abscisses respectives u; , uz, us , U.
b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < v <
¢) En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
3) Etude des suites (u,) selon les valeurs du réel positif ou nul u,
Dans cette question, toute trace d'argumentation, méme incompléte, on d'initiative, méme no fructuense, sera prise en compte dans ['évalnation.

Que peut-on dire du sens de variation et de la convergence de la suite (u,) suivant les valeurs du réel positif ou nul u, ?
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1) a) Ona f(x) = 1 donc f est une fonction homographique . Elle est donc dérivable sur son ensemble de définition

X
clestadireR*.Ona:f'(x) = ——— d'ouf '(x) = 0 et f est croissante sur IR".

(X+l)
6x+1 _

b)Pourx € R",x +1#0donfx)=x & ——=x © 6x+1= X+x © x'-5x-1=0
X




et X, =

5429 5+4/29
2 2

A =25+4 =29 > 0 donc deux solutions x; =

Commex € R* jona: «

_ 5429
2

o) [0;] < IR* or f est croissante sur IR* donc elle conserve l'ordre cad: 0 <x < a & f(0)<f(x)< f () avec f(0)=1 et
fle)=c d'ou1<f(x)< a doufx) € [0;c] .
De méme, pour x > « , comme f est croissante, on a f(x) > f () cad f(x)> « d'ou pourx > « , f(x) € [o;+0]

2)a) D'apres le graphique, la suite (u,) semble croissante et convergente vers &
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b)Initialisation : u,= =1dou0=<uy<u = « Larelation est vraie au rang 0

Supposons qu'il existe un entier n pour lequel 0 < u, S vy <
Démontrons alors que : 0 < upy S g S &
D'aprés I'hypothése de récurrence et comme f est croissante sur R*, on a : f(0) < f(u) < f(ue) < f(&) clesta
dite 1 Supi S upe2S & dou0 < up Sue < & CQFD
Conclusion: Si la relation est vraie au rang n , elle I'est au rang n+1 or la relation est vraie au rang 0 donc par hérédité ,
pourtoutn €N, 0 <u, Sup < &
¢) On vient de voir que pour tout n € IN, u, < v,y donc la suite (u,) est croissante et majorée par & donc elle converge

vers L.

La fonction f étant continue sur [ 0; « [, 1 vérifie : lir?w 0, =l = lim f(u)=f(1) 5 f)=1

n—+0o0w

Or seul o vérifie f(x) = x sur [ 0;+0[d'oul= « .

3
. Si v, € [0; o4 [ , la suite (u,) est croissante et converge vers & .
. Si v, = o ,lasuite U, estconstante et égale a &
. Si g, & ]O( ;+00[ ,la suite U, est décroissante et converge vers &

Les démonstrations se font de la méme maniére que pour u, =0



