D'aprés sujet de baccalauréat

.

On considére dans le plan (P) rapporté a un repére orthonormal (O ; 1 , j )lacercle I' de centre O et de rayon 1. Soit
A le point de coordonnées (1;0) et A' le point de coordonnées (—1;0)
1)  Pat tout point H du segment [AA"] distinct de A et de A', on méne la perpendiculaite A 4 la droite (AA"). La
droite A coupe le cercle I' en M et M'. On pose OH = x 1. Calculer en fonction de x I'aire du triangle
AMM'.
2) Soit f la fonction numérique définie [—1;+1] par f(x) = (1 - x)\/m et soit C sa courbe représentative dans un
plan rapporté 4 un repére orthonormal ou l'unité de longueur est 4 cm.
a) Etudier la dérivabilité de f en +1 et en —1. En déduire les tangentes a la courbe C aux points d'abscisses +1 et
-1
b) Justifier que f est dérivable sur |—1;1] puis dresser la tableau de variation de f
¢) Tracer la courbe C

3) Démontrer que le triangle AMM' d'aire maximale est équilatéral

4)  Justifier que l'équation f(x) = 1 admet exactement deux solutions & et B ( & < B).Déterminer B et

donner, en justifiant, une valeur approchée par défauta 107> prés de «.

Corrigé

1) Le cercle I' a pour équation X2+y2=1 .M et M ' ont pour abscisse x et pour ordonnée : y = = /1 _x* . Ainsi, la
distance MM' = 2 1 —x*. I/ fant faire une figure pour visualiser la sitnation

MM' X AH
Avec pour base [MM'] et pour hauteur [AH] , le triangle AMM' a pour aire : — cad (1-x) 1-x>
f(x)—f(-1
2) a) Dérivabilité de f en -1 : Etude de lim %
x—-1 X

f(x)—f(=1) (1-x) 1-x*-0 _ (1—X)\/§\/m _ (l—x)m

x+1 x+1 x+1 V1+x
Err_ll 1=x=2 ¢ h_fi 1-x=12 par produit et quotient, on en déduit :
Iim v1+x — 0" lim M = 400
x—-1 x——1 x+1

Comme cette limite n'existe pas, f n'est pas dérivable en —1

£(x)—£(1
Dérivabilité de f en 1: Etude de lim Ll()
x—1 X
2 —
f(X)_i(l)=(1_X)V11_X -0 _ _m dou hmw 0
X x= x—1

Comme cette limite existe , f est dérivableen 1 etonaf '(1) =0

La courbe représentative de f admet donc une tangente horizontale en 1 et une tangente verticale en —1

b) La fonction x — 1— <’ est strictement positive et dérivable sur ] =1 ;1 [, donc la fonction x — /1 — <2 est dérivable
sur |-1;1[ . Ainsi f est le produit de fonctions dérivables sur |-1;1[ d'ou f détivable sur |-1;1].
D'apreés la question précédente, on sait que f est dérivable en 1 mais pas en —1 d'ou f est détivable sur ]-1 ; 1]

-2x —X

—X —Hx—x+x 2x —x—1
1-x*)' = =
(V1-x7) 212~ 1=

Pour tout x € |-1;1[, Y1 x> >0 d'otlesignede f' estcelui de 2x —x—1

onadoncf'(x)= —1 1-x+(1-x) x

\/1—x2 - \/1—x2 - \/1—X2



1-3 1 1+3
A =9 = deux racines X1=T=—§ et X2=T =1

Pour tout x €

Pour toutx € |—
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-1 ;_—[ , 2x —x—1 estdu signe de 2 c'est a dire positif d'ou f ' positive et f croissante

2
1 2 . e .
E;l , 2x —x—1 estdu signe de -2 cad négatif d'ou f ' négative et f décroissante
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1
o La fonction f est continue et strictement croissante sur -1 5= E
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Comme 1€ |0 ;T , d'apres le théoreme de la bijection , il existe un unique réel & €

® T.a fonction f est continue et strictement décroissante sur

Comme 1€
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Conclusion : I.'"équation f(x) = 1 admet deux solutions.

Comme f(0) = 1 on en déduit que B = 0 etla calculatrice donne & ~ —0,839
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